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Résumé
Dans cet article nous proposons une nouvelle mé-

thode pour simuler selon une densité log-concave
lorsque la fonction convexe sous-jacente est une com-
posée d’une fonction convexe et un opérateur affine. Ce
type de problème est courant en machine learning ou
imagerie computationnelle. Notre algorithme est une
variante des algorithmes dits de Langevin, l’idée prin-
cipale étant, par analogie avec les méthodes d’optimi-
sation convexe, de poser un problème équivalent plus
simple qu’on résout avec une légère modification de
PGLA (Proximal Gradient Langevin Algorithm). Les
analyses de convergence sont faites à l’aide de nouveaux
liens établis entre ces méthodes et les algorithmes d’op-
timisation convexe. Des résultats expérimentaux sont
présentés en dernière partie.

Mots-clef : Langevin, optimisation, MCMC

1 Introduction
Dans ce papier on s’intéresse à un cas particulier

du problème général qui est de simuler un échantillon
distribué selon une loi de densité log-concave π9e´U ,
où U : Rd Ñ R est une fonction convexe réelle.

La dimension de l’espace de départ d étant en géné-
ral très grande pour simuler selon π on utilise des mé-
thodes MCMC s’inspirant de l’équation différentielle
stochastique de Langevin suivante :

dXt “ ´∇UpXtqdt`
?

2 dBt

où Bt est un mouvement brownien.
En effet, sous des conditions assez faibles sur U (cf.

par exemple [RT96]) le processus solution de (1) aura
comme mesure stationnaire π. Ainsi si on arrive à si-
muler une solution de (1) on aura asymptotiquement

accès à l’échantillon voulu.
Les algorithmes de Langevin ciblant π sont alors une
discrétisation sous une forme ou une autre de (1). Une
des premières variantes est le ULA (Unajusted Lange-
vin Algorithm) introduit dans [RT96] :

Xk`1 “ Xk ´ γk∇UpXkq `
a

2γWk`1 (1)

Avec Wk`1 une gaussienne centrée réduite et pγnqnPN
une suite de pas.

Des premiers résultats non-asymptotiques de la
convergence (en norme TV) de la loi des itérés de ULA
vers π ont été obtenus en 2013 par [Dal17]. Remar-
quons que la discrétisation (1) introduit un biais, et on
n’a plus en général la convergence de la distribution
des Xk vers la loi cible. Cependant ce biais peut être
contrôlé en jouant sur la taille des pas pγnqnPN.

Une autre remarque est le fait qu’une itération de
(1) est pratiquement (à une perturbation gaussienne
près) l’algorithme de descente de gradient visant à mi-
nimiser la fonction U . Ce premier lien entre l’optimi-
sation et les méthodes de Langevin a été renforcé dans
les trois papiers sortis en printemps 2018 ([DMM18],
[Wib18], [Ber18]) les auteurs décomposent une itéra-
tion de (1) en deux parties : en premier lieu la "descente
de gradient" vise à minimiser U (ou ce qui est équi-
valent l’énergie potentielle associé), et le bruit gaus-
sien cherche à minimiser l’entropie (l’entropie et l’éner-
gie potentielle sont définis aux équations (10) et (11)).
De ce fait, par analogie avec les méthodes d’optimisa-
tion des fonctions composées ULA tend à minimiser la
somme des deux qui se trouve être (à constante près)
la divergence de Kullback-Leibler par rapport à π.

Ce point de vue permet non seulement de mieux
comprendre la nature des méthodes de Langevin, mais
introduit aussi de nouvelles techniques de preuves et
ouvre la voie à de nouveaux algorithmes. Ainsi dans
[Ber18] l’étape de descente de gradient est remplacée
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par un pas proximal, alors que dans [DMM18] le cas où
U a une composante non lisse est étudié et la descente
de gradient devient une descente de gradient proximale.

Le cas qui nous intéresse est le cas où U s’écrit sous
une forme particulière :

U “ f ` g ˝M (2)

avec f et g deux fonctions convexes et M un opéra-
teur affine. On supposera de plus que l’opérateur proxi-
mal de g ˝M ne peut pas être calculé facilement. Des
problèmes de ce type interviennent en machine lear-
ning et imagerie computationnelle dans un cadre bayé-
sien, ici g ˝M représenterait la norme TV (cf. [Per16],
[DMP18] pour plus de détails), une application au fil-
trage sur graphe sera donnée section 5

Si notre but était de trouver le minimum de U , un
moyen de procéder serait alors d’effectuer le change-
ment de variable y “ Mx, y P Y (ou Y est l’espace de
départ de g) et remarquer que :

inf
xPRd

Upxq “ inf
yPImM

fpM´1 yq ` gpyq “ inf
yPY

F pyq ` gpyq

où F pyq “ fpM´1 yq si y P Im M et `8 sinon. Si l’opé-
rateur proximal de F peut être calculé on peut alors
trouver le minimum recherché par le schema de Passty
[Pas79] :

yk`1 “ proxγF pproxγg pykqq (3)

xk`1 “ M´1 yk`1 (4)

L’algorithme que nous proposons Passty-Langevin
(PL) est alors analogue à ce schema. Nous minimisons
dans E la fonction fpM´1¨q`gp¨q par la méthode qu’on
vient de décrire et nous rajoutons un bruit gaussien
dans l’espace E. Plus précisément en notant pγkqkPN
une suite de pas l’algorithme que nous proposons est :

Yk`1 “ prox
γk`1

F pproxγkg pYkqq `
a

2γk`1Ξk`1 (5)

Xk`1 “ M´1 Yk`1 (6)

où Ξk`1 est une gaussienne standard dans ImM . Nous
montrerons que sous des conditions de régularité sur f
et g, la convergence de la loi de Xk`1 vers π.

Nous introduisons les concepts mathématiques né-
cessaires en section 2 puis posons rigoureusement le
problème et présentons notre algorithme en section 3.
En 4 l’analyse de convergence de l’algorithme est ef-
fectuée, la structure de cette partie, les résultats et les
techniques des démonstrations suivent de près ceux de

[DMM18]. Enfin en section 5 on compare notre algo-
rithme à l’état de l’art sur le problème de filtrage sur
graphe bayésien. C’est un cas où l’opérateur proximal
de g ˝M de (2) ne peut qu’être approché par un algo-
rithme itératif, les expériences numériques confirment
alors l’avantage de notre méthode.

2 Notations
Pour γ ą 0 et φ : Rk Ñ R l’opérateur proximal de

pas γ pour φ est définit comme suit :

proxγφpxq “ arg min
yPRk

t
1

2γ
‖y ´ x‖2 ` φpyqu (7)

On sait que pour les fonctions convexes cet opérateur
est bien défini, et vérifie la propriété suivante (voir par
exemple [NPB14])

proxγφpxq P x´ γBφpproxγφpxqq (8)

où Bφpxq “ tv P Rk{φpyq ě φpxq ` xv, y ´ xy @y P Rku
est le sous-gradient de φ en x.

On note P2pRdq l’espace des mesures de probabilités
sur Rd admettant un moment d’ordre deux. Pour un
sous-espace vectoriel E Ă Rd, P2pEq Ă P2pRdq sont les
mesures de probabilités à support dans E.

Pour tout µ, ν P P2pRdq on définit la distance de
wasserstein d’ordre deux W2 :

W2
2 pµ, νq “ inf

Y„ν
X„µ

ErpX ´ Y q2s (9)

P2pRdq muni de cette distance est un espace mé-
trique, séparable, complet et l’infimum dans (9) est at-
teint (cf. [Vil09] chapitre 6)

Pour E un sous-espace vectoriel de Rd nous définis-
sons l’entropie relative à E comme une fonctionnelle
HE : P2pRdq Ñs ´8,`8s :

HEpµq “

#

ş

E
dµ
dλE

log
´

dµ
dλE

¯

dλE si µ ! λE

`8 sinon
(10)

Pour U une fonction convexe nous définissons l’éner-
gie potentielle associée à U , EU pµq : P2pRdq Ñs ´
8,`8s comme :

EU pµq “
ż

x

Upxqµpdxq (11)

La somme des deux est alors la fonctionnelle d’éner-
gie libre associée à U .

Fpµq “ HEpµq ` EU pµq (12)
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Un calcul simple montre que si πE P P2pRdq admet
Ce´U comme densité de probabilité par rapport à λE
on a :

Fpµq “ KLpµ|πq ` logpCq (13)

où KL est la distance de Kullback-Leibler. (13) montre
entre autre que πE minimise F . variable

3 Position du problème
Nous nous intéressons à simuler un échantillon selon

une loi de probabilité absolument continue par rapport
à λRd de densité :

πpdxq “
e´Upxq

ş

Rd e
´UpxqλRdpdxq

λRdpdxq (14)

Nous supposons que la fonction U : Rd Ñ R se dé-
compose en U “ f ` g ˝ M , avec f : Rd Ñ R une
fonction convexe différentiable de gradient L-Lipschitz,
g : Rp Ñ R une fonction convexe continue C-Lipschitz.
Et M : Rd Ñ Rp est une fonction affine injective.

Dans la suite on note le sous-espace vectoriel E “

Im M, la dimension de E est donc d. Nous notons
F : Rp Ñ R l’infimale post-composition de M par f
([BC11] section 12.5) devient par injectivité de M :

F pyq “ inf
yPImM

fpM´1 yq

“

#

fpM´1 yq si y P Im M

`8 sinon

(15)

F est alors convexe ([BC11] proposition 12.36) de
domaine E.

Avec ces notations nous notons πE P P2pEq la me-
sure de probabilité absolument continue par rapport à
λE :

πEpdyq “
e´F pyq`gpyq

ş

e´F pyq`gpyqλEpdyq
λEpdyq (16)

par un simple changement de variable on a que si Y „
πE , M´1Y „ π

Une fois placé dans E notre algorithme est simple-
ment une variante des algorithmes de Langevin usuels.
Plus précisément partant d’une variable aléatoire Y0 „
µ0 P P2pEq et d’une suite de pas pγkqkPN P R` l’algo-
rithme que nous étudions (PL) est :

Yk`1{3 “ proxγkg pYkq

Yk`2{3 “ prox
γk`1

F pYk`1{3q

Yk`1 “ Yk`2{3 `
a

2γk`1Ξk`1

Xk`1 “ M´1 Yk`1

(17)

où Ξk`1 est une gaussienne standard sur E.
Nous montrerons dans la section suivante qu’asympto-
tiquement la loi de Yk sera proche de πE en KL, par
invariance par transformation affine de la KL on aura
alors simplement la proximité de la loi de Xk à π

4 Analyse de la convergence
Une fois qu’on est sur l’espace E, l’algorithme (17)

est pratiquement similaire au PGLD (Proximal Gra-
dient Langevin Dynamics) de [DMM18] (section 4.2),
nous remplaçons juste une descente de gradient par une
descente proximale et prenons quelques précautions
supplémentaire dû à la forme de F . Les théorèmes et
les résultats présentés dans cette section suivent donc
[DMM18].

Comme le montre l’équation (13) πE est le mini-
miseur de F . Pour prouver la convergence de l’algo-
rithme nous contrôlerons à chaque itération la quantité
Fpµk`1q´FpπEq. Ainsi on introduit la décomposition
suivante :

Fpµk`1q ´ FpπEq “ HEpµk`1q ´HEpπEq

` EU pµk`1q ´ EU pµk`2{3q

` EU pµk`2{3q ´ EU pπEqq
où µi est la distribution de probabilité de Yi.
Le terme impliquant l’entropie est contrôlé par des
techniques de flots de gradients comme dans [DMM18],
les incréments d’énergie libre sont gérés à l’aide des
propriétés de régularité et convexité de g et de F .

Lemme 1. Si f est de gradient L-Lipschitz on a :

EF pµk`1q ´ EF pµk`2{3q ď Lp||M´1
||22γk`1

Démonstration. Soit x, y dans E. Comme f est
convexe et de gradient L-Lipschitz on a :

F px` yq ´ F pxq “ fpM´1
px` yqq ´ fpM´1 xqq

ď x∇fpM´1 xq,M´1 yy `
L

2
||M´1 y||2

En prenant deux variables aléatoires Y,Z telles que
Y „ µk`2{3 et Z une gaussienne standard dans ImE
on a Y ` Z „ µk`1. Ainsi en passant à l’espérance on
obtient :
EF pµk`1q ´ EF pµk`2{3q

ď

ş

y

ş

z
x∇fpM´1 yq,M´1 zye´

||z´y||2

4γ λEpdzqλEpdyq

p4πγqp{2

`

ş

y

ş

z
L
2 ||M

´1 z||2e´
||z´y||2

4γ λEpdzqλEpdyq

p4πγqp{2

ď Lp||M´1
||22γ

3



Lemme 2. @ν P P2pEq on a :

2γk`1pEF pµk`2{3q ´ EF pνqq
ďW2

2 pµk`1{3, νq ´W2
2 pµk`2{3, νq

(18)

Démonstration. Soit x, z dans Rd, et y “ prox
γk`1

F pxq.
Alors on a :

||y ´ z||2 “ ||z ´ x||2 ` 2xy ´ x, x´ zy ` ||y ´ x||2

“ ||z ´ x||2 ` 2xy ´ x, y ´ zy ´ ||y ´ x||2

On a d’après (8) x´y P γk`1BF pyq donc par convexité
de F , on a xy ´ x, y ´ zy ď γk`1pF pzq ´ F pyqq et :

||y ´ z||2 ď ||z ´ x||2 ` 2γk`1pF pzq ´ F pyqq

Nous obtenons alors notre inégalité en prenant le
couple optimal X „ µk`1{3, Z „ ν tel que Er||X ´

Z||2s “W2
2 pµk`1{3, νq

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème sui-
vant :

Théorème 1. S f est de gradient L-Lipschitz, g est
C-Lipschitz et µi est la densité de probabilité de Yi on
a :

2γk`1pFpµk`1q ´ FpπEqq ď 2γ2k`1pLp||M
´1
||22 ` C

2q

`W2
2 pµk`1{3, πEq

´W2
2 pµk`4{3, πEq

(19)

Démonstration. En prenant ν “ πE les lemmes 1 et 2
permettent de contrôler l’incrément de l’énergie poten-
tielle associée à F :

2γk`1pEF pµk`2{3q ´ EF pπEqq “ 2Lp||M´1
||22γ

2
k`1

`W2
2 pµk`1{3, πEq

´W2
2 pµk`2{3, πEq

Le lemme 29 de [DMM18] permet de contrôler l’in-
crément de l’énergie potentielle associée à g :

2γk`1pEgpµk`1q ´ EgpπEqq ďW2
2 pµk`1, πEq

´W2
2 pµk`4{3, πEq

`2γ2k`1C
2

Finalement le lemme 5 de [DMM18] nous donne une
borne sur l’incrément de l’entropie relative

2γk`1pHEpµk`1q ´HpπEqq ďW2
2 pµk`2{3, πEq

´W2
2 pµk`1, πEq

On obtient alors l’inégalité voulue en sommant les
trois équations.

Par convexité de la divergence de Kullback-Leibler
nous obtenons un théorème du type théorème 6 de
[DMM18] sur la convergence des moyennes des itérés :

Théorème 2. Posons νn`1 “ 1
n`1

řn
i“0 µi, C3 “

2pLd||M´1
||22 ` C2q et supposons W2

2 pµ1{3, πEq ď C4

où C4 est une certaine constante alors en prenant un
pas constant γ “ ε

2C3
et n` 1 ě 4C3C4

ε2 nous avons :

KLpνn, πEq ď ε (20)

Démonstration. Par convexité de la KL on a :

KLpνn, πeq ď
1

n` 1

n
ÿ

k“0

KLpµk, πEq

ď

n
ÿ

k“0

pC3γ `
1
γ pW

2
2 pµk`1{3, πEq ´W2

2 pµk`4{3, πEqqq

n` 1

ď C3γ `
1

γpn` 1q
pW 2

2 pµ1{3, πEq ´W2
2 pµn`4{3, πEqq

ď C3γ `
C4

γpn` 1q
(21)

L’inégalité voulue est obtenue en remplaçant γ et n par
leurs valeurs respectives.

Maintenant que la convergence dans l’espace E vers
πE est assurée, on obtient facilement la même borne
entre les lois de Xk “M´1Yk et π notre loi cible.

Théorème 3. Notons µ̃i la densité de Xi “ M´1 Yi et
ν̃n “

1
n

řn
i“1 µ̃i alors sous les mêmes hypothèse que le

théorème 2 nous avons :

KLpν̃n, πq “ KLpνn, πEq ď ε (22)

Démonstration. Cela est simplement dû au fait que KL
est invariante par transformation affine.

5 Expériences numériques
Considérons un graphe non orienté G “ pV,Eq où V

est l’ensemble des nœuds et E l’ensemble des arêtes,
une orientation arbitraire de ce graphe est la matrice
d’incidence ∇ : RV Ñ RE associée à cette orien-
tation. Dans le contexte statistique bayésien décrit
dans [WSST16], une réalisation d’un vecteur aléatoire
θ P RV est observée. La loi de ce vecteur aléatoire est
paramétrée par un vecteur lui même aléatoire x P RV
et de loi a priori ppxq9 expp´λ}∇x}1q. La vraisem-
blance du modèle est définie par Lpx|θq9 expp´}x ´
θ}22q, et l’estimateur du filtrage de tendance sur le
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graphe G est l’estimateur du maximum a posteriori
associé à ce modèle bayésien.

Dans cette partie, nous nous proposons d’échan-
tillonner selon la loi a posteriori de ce modèle

πpx|θq9 expp´Uθpxqq

où Uθpxq “ 1
2}x´ θ}

2
2 ` λ}∇x}1. Pour cela, nous com-

mençons par décomposer πp¨|θq comme produit de deux
lois indépendantes. Pour cela, notons P la projection
orthogonale sur le noyau de la matrice ∇ et Q la pro-
jection orthogonale sur l’orthogonal du noyau. Notons
également,

U1pxq :“
1

2
}Qpθq ´ x}22 ` λ}∇Qpxq}1,

et
U2pxq :“

1

2
}P pθq ´ x}22.

Alors, la relation de Pythagore donne Uθpxq “

U1pQpxqq `U2pP pxqq. Pour échantillonner proportion-
nellement à expp´U2q, il suffit d’échantillonner une loi
gaussienne réduite centrée en P pθq sur le noyau de ∇
(qui est une droite). Pour échantillonner proportion-
nellement à expp´U1q nous utilisons l’algorithme (PL)
sur l’orthogonal du noyau avec M “ ∇, gpyq “ λ}y}1
et fpxq “ 1

2}Qpθq´x}
2. Le calcul de l’opérateur proxi-

mal de la post-composition F revient à la résolution
d’un système linéaire Laplacien qui peut être réalisée
efficacement [Spi10]. En utilisant le graphe "Facebook"
de [LK14], nous comparons l’algorithme (PL) à l’algo-
rithme

Xk`1 “ prox
γk`1

Uθ
pXkq `

a

2γk`1Wk`1

étudié dans [DMM18], que nous appelons "Proximal-
Langevin". Le calcul de prox

γk`1

Uθ
se ramène à un calcul

de l’opérateur proximal de }∇x}1 qui est connu pour
être difficile. Nous utilisons une sous-routine (l’algo-
rithme du gradient projeté pour le problème dual) pour
le calculer (voir par exemple [SBHJ16]). Nous représen-
tons Fpν̃nq (nous estimons cette grandeur en utilisant
100 échantillons) en fonction du temps CPU (en utili-
sant un coeur d’un CPU de 2800 MHz et 256 GB de
RAM).

L’algorithme Proximal-Langevin utilise une sous-
routine à chaque étape, ce qui l’empêche de produire
des itérés aussi souvent que Passty-Langevin. De plus,
Proximal-Langevin est plus lent dans ce cas, ce qui est
dû au calcul inexact de prox

γk`1

Uθ
à chaque étape.

6 Conclusion
Nous présentons dans cet article un nouvel algo-

rithme de type Langevin visant à simuler selon une

Figure 1 – Fpν̃nq en fonction du temps CPU pour les
deux algorithmes

densité log-concave lorsque la fonction convexe sous-
jacente fait intervenir la composée d’une fonction
convexe avec un opérateur affine et où l’opérateur
proximal de cette composée ne peut pas être calculé fa-
cilement. L’exemple typique où ce problème intervient
est un cadre bayésien où intervient la norme TV (cf.
[DMP18] pour les problèmes d’imagerie computation-
nelle ou la section 5).

Notre méthode consiste à résoudre le problème dans
un espace dual équivalent, mais où il n’est plus né-
cessaire de calculer l’opérateur proximal correspon-
dant. On montre alors que la vitesse de convergence
en nombre d’itérations reste alors la même ( 1

ε2 itéra-
tions pour une précision de ε), mais les expériences me-
nées confirment l’avantage de notre méthode en temps
CPU.

Ce projet a été soutenu par l’attribution d’une allo-
cation de recherche de la Région Ile-de-France.
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